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Undirbiiningur verdandi steer0frae0i-
kennara 1 ljosi hugtakaskilnings og
hugsmidahyggju

[ greininni er fiallad um rannsckn d hugtakaskilningi verdandi sterdfraedikennara. Hugtaka-
skilningur og roksemdafeersla eru undirstodupeettir i sterdfreedilegri heefni og samkvaemt
hugsmidahyggju er adalhlutverk sterdfraedikennara ad skapa adstedur sem yta undir pad ad
hugtakaskilningur nemenda peirra mdtist. Markmid rannsoknarinnar var ad kanna hugtaka-
skilning og sterdfraedilega igrundun pdtttakenda til ad leggja mat d pad hvort undirbiin-
ingur 1 fraedilegri steerdfraedi i kennarandmi teeki naegilegt mid af pvi ad undirbiia nemendur
undir ad starfa af fagmennsku i anda hugsmidahyggju. Pdtttakendur voru tolf kennara-
nemar, allir d sterdfreedikjorsvidi. Gagnadflun folst i ad leggja fyrir pdtttakendur verkefni
af nokkrum svidum sterdfraeedinnar og greina glimu peirra vid vidfangsefnin baedi med
umraedum og yfirferd d skriflequm tirlausnum. Nidurstodur benda til pess ad i kennara-
ndmi purfi ad leggja meiri dherslu d ad stydja kennaranema til ad fota sig vel { hugtakaheimi
sterdfradinnar og i heimi formlegrar steerdfredi par sem roksemdafeersla skipar ondvegi.

Efnisord: Steerdfraedilegur undirbiningur, hugtakaskilningur, hugsmidahyggja, starfs-
haefni, gagnrynin og greinandi hugsun, prautalausnir

INNGANGUR

A undanférnum drum hefur hugmyndafraedi sem kallast hugsmidahyggja (e. con-
structivism) notid aukinnar hylli og hin verid talin mikilveeg i steerdfraedikennslu.
Samkveemt henni eiga nemendur ad byggja sjdlfir upp skilning sinn 4 sérhverju steerd-
freedilegu hugtaki og adalhlutverk kennarans er ekki ad segja frd, titskyra eda & annan
hétt ad reyna ad yfirfeera steerdfreedipekkingu til nemandans. Kennarinn 4 ad skapa
adstedur sem yta undir pad ad hugtakaskilningur nemandans métist skref fyrir skref
og pd er naudsynlegt ad hann fylgist med nemandanum vid ndmid, reedi vid hann og
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spyrji spurninga (Math Forum, 2009). Kilpatrick (1987) kemst svo ad ordi ad ein megin-
syn peirra sem adhyllast hugsmidahyggju sé ad pekking sé byggd upp 4 vitraenan hétt
af virkum einstaklingi en ekki méttekin & 6virkan hétt frd umhverfinu. Hann fullyrdir
a0 nanast allir freedimenn 4 svidi steerdfreedimenntunar séu sammala um petta.

Hugmyndir um hugsmidi eru til { fleiri en einni mynd og ekki er adeins um eina
syn & ndm og kennslu ad reeda. I dhugaverdri grein frd drinu 2000, Constructivism in
science and mathematics education, segir medal annars:

Enda pétt hugsmidahyggja hafi byrjad sem kenning um ndm, pd hefur hin feert ut
kviarnar og neer nd til kenningar um kennslu, kenningar um menntun, kenningar um
uppruna hugmynda og kenningar um beedi persénulega pekkingu og visindalega
pekkingu. Satt ad segja pd hefur hugsmidahyggja haslad sér voll innan menntavisinda
sem afbrigdi af alsameinadri svidskenningu (e. grand unified theory). (Matthews,
2000, bls. 161, islensk pyding greinarhéfunda)

Matthews (2000) bendir 4 ad hugsmidahyggja einskordist ekki vid freedasamfélog
heldur hafi fylgismenn stefnunnar haft dhrif 4 margar stefnumétandi skyrslur i skéla-
mélum og ndmskrdr og nefnir hann ymis pekkt deemi um slikt. Confrey og Kazak
(2006) segjast flokka hugsmidahyggju & svidi steerdfreedimenntunar sem héfudkenn-
ingu (e. grand theory) i peim skilningi ad htin sé vidtekinn rannséknarrammi d svidinu
og hafi skapad adferdir til ad lyfta rannséknum 4 steerdfraedindmi barna 4 nytt stig par
sem hugsun, skilningur og adferdir barnsins liggja til grundvallar.

Arid 2001 kom 4t { Bandarikjunum & vegum National Research Council vidamikil
skyrsla sem bar titilinn Adding it up: Helping children learn mathematics. T 4. kafla hennar,
sem fjallar um steerdfreedilega kunndttu og feerni, er 16g0 dhersla 4 hugtakaskilning.
Par segir medal annars ad nemendur sem skilji pau hugtok og adferdir sem peir fdst
vid kunni meira en einangradar stadreyndir og adferdir. Peir skilji hvers vegna sterd-
freedilegt fyrirbrigdi sé mikilvaegt og 1 hvers konar samhengi pad reynist nytsamlegt.
Sidar i sama kafla segir ad til ad nd raunverulegri kunnattu purfi nemendur ad verja
miklum tima 1 steerdfreediiokun — leysa prautir, rokstydja, préa skilning, pjalfa feerni
og byggja bryr milli fyrri pekkingar og nyrrar pekkingar (Kilpatrick, Swafford og
Findell, 2001).

[ lokakafla framangreindrar greinar sinnar segir Matthews (2000) ad hugsmida-
hyggja hafi lagt mikid af morkum 4 svidi raungreina- og steerdfreedimenntunar med
pvi ad vekja kennara til vitundar um mikilveegi fyrra ndms og fyrirliggjandi hugtaka-
skilning pegar nytt ndm 4 sér stad og einnig med pvi ad leggja dherslu 4 skilning sem
markmio i raungreina- og steerofreedikennslu og med pvi ad yta undir virka patttoku
nemenda i timum. Hann beetir pé vid ad med réttu megi segja ad petta séu velpekkt
kennslufraedileg atridi sem hafi notid vidurkenningar allt frd dogum Sékratesar, par
sé um ad reda kennslufraedi { anda hugsmidahyggju en dn hins pekkingarfreedilega
hluta kenningarinnar.

Hér 4 landi er 4 vegum Namsgagnastofnunar nylokid gerd steerdfreedindmsefnis
fyrir grunnskéla sem er i anda hugsmidahyggju. Rik dhersla er 16g0 4 ad steerd-
fraeedindmid byggist 4 skilningi nemandans. Baekurnar fyrir midstig bera heitid Geisli
og 1 inngangi kennsluleidbeininga med fyrsta heftinu segir ad vid tiu dra aldur sé
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mikilveegt ad nemendur leeri ad koma skipan 4 pekkingu sina og pjélfist i ad skoda
skilning sinn & fyrirbrigdum steerofreedinnar (Guobjorg Pdlsdéttir, Gudrin Angantys-
déttir og Jonina Vala Kristinsd6ttir, 2011). Beekurnar fyrir efstu bekki heita 8-tiu og
i kennsluleidbeiningum med fyrsta hefti pess békaflokks er fjallad um steerdfreedi-
kennslu. Par segir: ,Ahugi hefur skapast 4 préun kennsluhdtta med pad markmid ad
bianemendum adstedur til ad byggja upp hugtakaskilning sinn til pess ad peir getindd
betri drangri i steerdfreedinami sinu” (Guobjorg Pélsdéttir og Guony Helga Gunnars-
déttir, 2006, bls. 6).

Hugsmidahyggja snyst um pad hvernig einstaklingur leerir og hdn gerir nyjar
krofur til nemenda og kennara. Pad er dlit freedimanna a svioi steerdfreedimenntunar
ad hlutverk kennarans skipti skopum um pad hvernig til tekst og kennarinn verdi ad
finna ut hvad nemandinn er ad hugsa eigi hann ad geta studlad ad pvi ad ndm sem
byggist 4 skilningi nemandans eigi sér stad (Math Forum, 2009). Pad gefur auga leid
ad til pess ad kennarinn megi verda sd leerimeistari sem hér er stefnt ad er 6hjdkvaemi-
legt ad skilningur hans & steerdfraediverkefni sem nemandi hans glimir vid sé djupur,
hann hafi sjdlfur brotid verkefnid til mergjar og sjdi pad { mun vidara samhengi en
raunheeft er ad atlast til ad nemandi hans geri.

[ pessari grein er fjallad um sterdfreediverkefni sem hofundar 16gdu fyrir nokkra
kennaranema og glimu nemanna vid pau. Rannséknin fér fram & fyrsta dratug
21. aldar en til ad auka 4 nafnleynd patttakenda er ekki tekid ndkveemar fram hveneer
pad var. Pegar visad er til kennaradeildar kann ad vera 4tt vio deild innan Hdaskdla
[slands eda deild innan Kennarahdskdla fslands. Markmid rannséknarinnar var ad
kanna hugtakaskilning og steerdfreedilega igrundun patttakenda og leggja med pvi
mat & pad hvort undirbiningur 1 freedilegri steerdfreedi 1 kennarandmi teeki neegilegt
mid af pvi ad undirbida nemendur undir ad starfa af fagmennsku { anda hugsmida-
hyggju. Verkefnin voru af Slikum svidum steerdfreedinnar, medal annars ur talnafreedi,
algebru og rimfreedi. bPau hafa préfaldlega komid vid sogu i kennslu greinarhéfunda &
lionum drum og sum peirra meetti raunar telja sigild steerdfreedideemi.

BAKSVID

Straumar og stefnur i steerdfreedikennslu taka breytingum i dranna rds og segja ma ad
nu sé pad pdlitiskur vilji hér d landi ad kennslan sé { anda hugsmidahyggju og 16gd
meiri dhersla d lausnir prauta og greinandi hugsun en var 4 drum 4dur. Til ad varpa
1j6si 4 petta er hér rakin i stuttu méli préun adalndmskrdr grunnskéla enda hafa nyjar
dherslur endurspeglast { ndmsefni { steerdfraedi beedi { kennarandmi og 1 grunnskdla.
Einnig er hér stutt umfjollun um prautalausnir sem hafa fengid siaukid vaegi { steerd-
freedikennslu.

Ndémskréar

[islenskum ndmskram fyrir skyldundm hefur kennslufreedi verid meiri gaumur gefinn
hin sidari ar en ddur var. I Ndmsskrd fyrir nemendur d fraedsluskyldualdri sem gefin var
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it 1960 1 samreemi vid 16g um freedslu barna nr. 34/1946 kemur fram ad ndmskrdin
hafi fyrst og fremst pvi hlutverki ad gegna ad leidbeina kennurum og skélastjorum
um starfstilhdgun og ndmsefni { hinum ymsu ndmsgreinum (Menntamadlardduneytid,
1960). Eftir gildistoku laga um grunnskéla nr. 63/1974 var ndmskrain fra 1960 leyst af
hélmi med adalndmskrd grunnskéla drid 1976 sem skiptist { hefti: Almennan hluta og
sérstok hefti fyrir einstakar ndmsgreinar. Heftid um ndmsgreinina steerdfraedi kom ad
visu aldrei tt.  almenna hlutanum er medal annars fjallad um breytt vidhorf til ndms-
samskipta og hvernig verda megi vid peim kréfum sem af peim stafa. Talad er um
listina ad spyrja og mikilveegi spurninga i namssamskiptum (Menntamalaraduneytio,
skélarannséknadeild, 1976).

Arid 1989 kom tit endurskodud adalndmskra grunnskéla. Nokkurt nyneemi var ad
sérstokum kafla um ndm og kennslu. T pessari ndémskra var i fyrsta sinn fra gildistoku
grunnskélalaganna sérstakur kafli helgadur sterdfreedi og par er eitt af sjo megin-
markmioum med kennslu { sterofreedi sagt vera: , A0 nemendur temji sér ad beita
steerdfreedi vid ny vidfangsefni pegar vid &, hvort sem er i dagsins 6nn eda fraedi-
legri vidleitni, og fdi pannig teekifeeri til ad beita imyndunarafli sinu og frumkveedi”
(Menntamalardduneytio, 1989, bls. 142).

Nyjasta adalnamskrd grunnskdla i steerdfreedi er frd arinu 2007. Hiin er endurskodud
ttgdfa ndmskrdr frd 1999 en ndmskrdrnar eru i veigamiklum atridum eins. [ peim
badum eru markmid greinarinnar flokkud 1 tiu flokka eftir pvi hvort pau snerta inntak
eda varda adferdir. Flokkarnir eru peir somu; sex fjalla um inntak en fjérir um adferdir
og par er 16gd dhersla d pétt tungumalsins, lausnir verkefna og prauta, roksamhengi
og roksemdafeerslur, tengsl steerofreedinnar vio daglegt lif og 6nnur svid. Fram kemur
ad pott namsefnid sé adgreint & pennan hétt i flokka adferda og inntaks sé mikilvaegt
a0 flétta inntak og adferdir saman pannig ad nemendur skynji ndimsefnid sem sam-
staeda heild og pad ladi fram jdkveed vidhorf peirra. Nemendur ettu ad skynja ndm {
steerdfraedi sem ferli og skapandi athéfn fremur en séfnun afmarkadrar kunndttu og
pekkingar (Menntamélardduneytid, 1999, 2007). P4 segir ad skilningur og kunnatta
purfi ad haldast { hendur:

Skilningur 4 hugtaki felst m.a. i ad setja pad i sem vidteekast samhengi vid alla adra
tilteeka kunndttu. Skilningur vex eftir pvi sem tengsl hugtaks vid fleiri og fleiri hluti
verda ljdsari. Pvi verdur aetid ad gera rad fyrir a® nemendur kynnist fleiri pattum i
steer0freedi en biast md vid ad peir ndi fullu valdi 4. (Menntamdlardduneytid, 1999,
bls. 8; 2007, bls. 6)

Um kennslu { steerdfreedi segir medal annars ad hin purfi ad efla rokfasta hugsun en
hin purfi einnig ad efla hugkvemni. Hun purfi ad lada fram gagnryna og greinandi
hugsun hjd nemandanum en einnig sjélfstraust, forvitni og l6ngun til ad rannsaka
og leita lausna 4 hinu épekkta (Menntamadlardduneytid, 1999, 2007). Greinarhéfundar
telja 1jost ad hér sé eetlast til mikils af steerdfreedikennurum og su spurning hlytur ad
vakna hvort ekki purfi ad leggja meiri dherslu 4 ad reekta pessa peetti i ndmi verdandi
kennara en verid hefur, hugsanlega med pvi ad auka patt prautalausna { ndminu.
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Prautalausnir

[ steerdfraedi er ordid praut notad i vidri merkingu og tdknar vidfangsefni af hvada
gerd sem er sem ekki liggur { augum uppi hvernig m4d leysa. Ordid er pyding 4 enska
ordinu problem og prautalausnir er pyding 4 problem solving. Sd sem stendur frammi
fyrir pvi ad leysa praut verdur ad brjéta hana til mergjar og 6dlast neegan skilning 4
verkefninu til ad geta & vitreenan hdtt komid auga 4 veenlega leid til ad takast & vid
pad. AJ flestra hyggju hefur glima vid prautir almenna skirskotun og ndm { prauta-
lausnum, par sem medal annars er fengist vi0 steerdfreedilegar prautir, pvi almennt
gildi. Skilningur og igrundun eru lykilatrioi ef vel 4 a0 takast til { glimunni vid prautir,
en auk pess er gagnrynin og greinandi hugsun naudsynleg til ad leggja mat 4 eigin
lausnaleid eda annarra. [ yfirlitsgreininni A thirty-year reflection on constructivism in
mathematics education in PME segja hofundarnir, Confrey og Kazak (2006), ad strax
med fyrstu kenningunum um prautalausnir hafi komid fram margir lykilpeettir i
pankagangi hugsmidahyggju og i reynd séu prautalausnir hluti af rétarkerfi kenn-
ingarinnar.

Pélya hefur skrifad fjérar beekur um pad hvernig kenna megi og leera ad leysa
prautir. Petta vidfangsefni Pélya meetti nefna prautalausnateekni (e. heuristics). Fraeg-
ust pessara béka er én efa How to solve it frd drinu 1945 en i henni leggur Pélya fram
almennan leidarvisi eda likan um pad hvernig leysa mad praut af hvada gerd sem er.
Hann gefur kennurum goéd rdd i glimunni vid ad kenna nemendum ad takast 4 vio
ad leysa steerdfraedilegar prautir og i békinni er ad finna aragrda af leidbeinandi hug-
tokum og skrefum fyrir kennara og nemendur sem tengjast pessu. Pélya setur fram
likan fyrir prautalausnaferli sem greinarhéfundar nota dsamt 6drum vidmidum til ad
greina lausnir pdtttakenda. Likanid er i fjorum meginskrefum, sem eru: AJ skilja verk-
efnid, ad gera lausnardeetlun, ad framkveema deetlunina, ad lita til baka (Pdlya, 1945).
Confrey og Kazak (2006) telja ad hin fjogur skref Pélya hafi synt ad steerdfraedi sé
meira en safn af formlegum skilgreiningum, setningum og sonnunum og viourkennt
réttilega ad meginhlutverk prauta sé ad kalla & nyjar lausnir. Med pessu hafi freeda-
svioio verio knuid afram.

Heefni { prautalausnum m4 lysa sem heefninni til ad geta greint, afmarkad og sett
fram steerdfreedileg vidfangsefni af hinum ymsu gerdum og ad geta med staerdfraedi-
legri roksemdafeerslu brotid slik verkefni til mergjar og leyst jafnvel 4 fleiri en einn
veg. Medal peirra sem tekid hafa vid keflinu af Pélya { skrifum um prautalausnir er
Schoenfeld sem hefur rannsakad vinnulag fjélda einstaklinga. Hann fjallar ekki adeins
um prautalausnateekni sem slika heldur er sjéndeildarhringurinn vidari i athugun 4
hattalagi pess sem glimir vid praut. [ stuttu mali md segja ad Schoenfeld greini f fernt
pad sem mestu skiptir pegar fengist er vi0 steerdfreedilegar prautir. Pessir fjorir peettir
eru: Pekkingarfordi, prautalausnateekni, skipulag, vidhorf (Schoenfeld, 1985).

[ némskeidslysingum skyldundmskeida 4 kjorsvidinu sterdfraedi { kennarandmi
vid Héskéla Tslands er prautalausna hvergi getid sem sérstaks dherslupattar. Hins
vegar var fimm eininga valndmskeid samkveemt kennsluskrd hdskdladrsins 2009-
2010, GLS003G Prautagledi, alfarid helgad pessum paetti. Markmid pess var pripaett:
A0 nemendur reekti med sér pa dnaegju sem felst 1 pvi ad glima vid prautir, peir pjalfi
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haefileika sina til prautalausna og loks ad peir pjélfist { ad setja fram lausnir sinar, sér {
lagi m.t.t. vandads rokstudnings” (Haskdli fslands, 2009).

Starfshaefni steerdfraedikennara

Hugtokin kunndtta, geta og haefni hafa alla ti0 verid samofin hugmyndum um ndm
og kennslu. Ragnhildur Bjarnadéttir hefur i skrifum sinum fjallad um heefnihugtakid 1
tengslum vid kennaramenntun (Ragnhildur Bjarnadéttir, 2004, 2005, 2008). T greininni
Starfshaefni kennara frd sjonarhdli norreenna kennaranema segir Ragnhildur ad hugtakid
haefni hafi 4 undanférnum dratug verid notad 1 auknum meeli til ad tilgreina nams-
markmid, medal annars { kennarandmi. Pad hafi fengid byr undir bdda veengi undir
aldamétin en pd med breyttum skilgreiningum og ad nu tengist heefnihugtakid beedi
namshugtakinu og umraedunni um fagmennsku kennara (Ragnhildur Bjarnadéttir,
2008). Starfsheefni kennara skilgreinir Ragnhildur sem , pekkingu, feerni og eiginleika
sem kennarar eru feerir um a0 beita { starfi 4 markvissan og vidurkenndan hdtt midad
vi0 adsteedur, félagslegt samhengi og faglegt viomid” (Ragnhildur Bjarnaddttir, 2008,
bls. 56). P4 skilgreinir Ragnhildur eftirfarandi hlidar 4 starfshaefni kennara: AJ gera,
ad pekkja/vita, ad igrunda, ad vera (Ragnhildur Bjarnadéttir, 2004). Pad skal tekid
fram ad su igrundun sem Ragnhildur fjallar um snyr ad sjdlfskodun kennaranemans
og pvi ad hann igrundi kennarastarfid en { rannsékn peirri sem hér er til umfjéllunar
er 16gd dhersla & ad kennaraneminn igrundi pad steerdfraediverkefni sem hann glimir
vid hverju sinni.

Ragnhildur gerdi kénnun & pvi hvernig kennaranemar i Kennarahdskéla fslands
t6ldu ndmid i skélanum stydja vid starfsheefni sina. I 1j6s kom medal annars ad pad var
dberandi a0 nemendur vildu pekkja og vita meira. Hvao vardar pekkingu sem tengist
skélanamsgreinum toldu 22% nemanna kennarandmid ekki hafa stutt vel vid sig en
18% ad pad hefdi stutt vel vid sig. Pd kom fram ad 65% nemanna téldu ad dherslan &
pessa peetti hefdi dtt ad vera meiri (Ragnhildur Bjarnadéttir, 2005).

[ framangreindum ndmskrdm fyrir skyldundm er ekki reett sérstaklega um haefni
steerdfreedikennara. I ndmskranni frd 1960 m4 segja ad tveer setningar séu pad eina
pessa veru en par segir ad reikningskennslan eigi ad vera traust eins og kedja, par sem
allir hlekkir séu jafnsterkir og ad hvergi megi hlaupa yfir eda fara of hratt, heldur skuli
feta jafnt og pétt dfram svo a0 alls stadar ndist 6rugg fétfesta (Menntamadlaraduneytio,
1960). T ndmskranni frd 1976 var ekki sérstok umfjdllun um sterdfreedi eins og adur
segir. Ur ndmskranni fra 1989 meetti gefa deemi um einstakar setningar sem ltita ad
heefni steerdfraedikennara.

Adur hefur verid vitnad { steerdfreedihluta adalndmskréar grunnskéla fré 1999 og
2007 par sem segir a0 kennsla { steerdfreedi purfi ad efla rokfasta hugsun og einnig ad
efla hugkveemni. Huin purfi ad lada fram gagnryna og greinandi hugsun hjd nemand-
anum og einnig sjalfstraust, forvitni og 1ongun til ad rannsaka og leita lausna & hinu
Spekkta. I beinu framhaldi segir:

Steerdfraedikennsla i skélum 4 ad endurspegla hinar fjélbreyttu dsyndir steerdfreed-
innar. Hun er visindi, list, tjadningarmidill og teeki til ad takast 4 vid erfid urlausnar-

78 UPPELDI OG MENNTUN/ICELANDIC JOURNAL OF EDUCATION 21(1) 2012



FRIDRIK DIEGO OG KRISTIN HALLA JONSDOTTIR

efni og hlutverk skélans er ad sjd til pess ad nemendur kynnist sem flestum hlidum
hennar. (Menntamadlardduneytid, 1999, bls. 10; 2007, bls. 7)

Arid 2000 setti danska menntamdlardduneytid 4 f6t t6lf manna starfshép undir for-
mennsku Mogens Niss til ad leita svara vid tiu spurningum vardandi steerdfreedi-
menntun. Hépurinn skiladi af sér aliti me0 ftarlegri skyrslu sem var gefin it ario 2002
og ber heitid Kompetencer og matematiklaering (Niss og Hojgaard Jensen, 2002). T skyrsl-
unni, sem visad er til sem KOM-skyrslu, er steerdfraedileg heefni flokkud i undirstoou-
peetti sem taldir eru mikilveegir fyrir steerdfraeedindm og -kennslu 4 6llum skélastigum.
Pessir heefnipeettir eru dtta: Hugsanagangur, prautalausnir, likanasmid, roksemda-
feersla, framsetning, notkun tdknmadls og formhyggja, tjdning, notkun hjalparteekja.

[ KOM-skyrslunni er 16gd rik dhersla & ad steerdfreedikennarar & 6llum stigum séu
vel heefir { framangreindum undirstddupdttum og bui auk pess yfir haefniauka 1 sjdlfri
steerofreedinni midad vio pad skdlastig sem peir kenna &. Peir verda a0 geta gert sér
grein fyrir hvernig steerdfraedindm hvers einstaks nemanda 4 sér stad, hvada heefni
hann byr yfir, hver eru tok hans 4 greininni og hvada hugmyndir hann hefur um hana
(Niss og Hojgaard Jensen, 2002). Slikar krofur til kennara byggjast vitaskuld & pvi ad
peir sjalfir hafi sterk tok 4 greininni og hafi tamid sér ad igrunda vidfangsefni sin, kafa
undir yfirbordid og spyrja sig faglegra spurninga.

Til ad varpa ljési 4 pd meelikvarda sem eru lagdir 4 starfsheefni steerdfraedikennara
i Bandarikjunum m4d nefna ad kennari sem flytur milli fylkja parf gjarnan a0 standast
haefnisprof 1 greininni til ad fé full réttindi i nyja fylkinu. Sliku profi er eetlad ad
meta pekkingu kennarans { ymsum péttum steerdfreedinnar og skilning hans & peim
kennsluadferoum sem naudsynlegar eru til ad kenna pessa peetti. Svo deemi sé tekio
er viomidum fyrir steerofreedikennara 4 unglingastigi (8.—12. bekk) i Texas skipt i opin-
berri skyrslu upp i sex svid: Talnahugtok, mynstur og algebru, rimfreedi og meelingar,
likindareikning og t6lfraedi, steerdfraedilegt ferli og steerdfraedilegt samhengi, kennslu-
adferdir i steerdfraedi og ndmsmat. Sidan er svidunum skipt upp { heefnipeetti og peir
sundurgreindir eftir peim markmidum sem kennarinn 4 ad hafa ndd. Heefnipeettirnir
eru 4 pridja tug talsins og markmidspeettirnir enn fleiri (Rice University, 2010; Texas
Education Agency, 2010). Vid val 4 steerdfraediverkefnum i rannsékninni sem hér er
til umfjollunar voru medal annars eftirfarandi freedilegir heefnipeettir dr umreeddri
skyrslu notadir sem viomio.

e Kennarinn notar mynstur til ad leysa deemi og setja fram tilgdtur.

¢ Kennarinn skilur fallhugtakid og eiginleika pess.

¢ Kennarinn skilur og leysir deemi med adferoum steerdfreedigreiningar.

¢ Kennarinn skilur evklidska rimfraedi sem frumsendukerfi.

¢ Kennarinn skilur steerofreedilega roksemdafeerslu og prautalausnaferli.
(Rice University, 2010)

Skipting steerdfreedinnar i freedilega undirflokka er ad mestu leyti stoolud og tekur
ekki breytingum eftir londum eda fylkjum. Svo deemi sé tekio er viomidum fyrir starfs-
haefni steerdfraedikennara i Kaliforniu skipt upp 1 eftirfarandi svid: Algebru, rimfreedi,
talnafreedi, likindareikning og tolfreedi, steerofreedigreiningu, ségu steerdfreedinnar
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(California Commission on Teacher Credentialing, 2010). Texas og Kalifornia eru hér
nefnd ekki sist vegna pess ad pau eru tvo fjolmennustu fylki Bandarikjanna en einnig
vegna pess ad ndmskrdr peirra og vidmid eru stundum talin hafa afgerandi dhrif 4
namskrdr annarra fylkja (sja til deemis Apple, 1993).

ADFERD

Markmid rannséknarinnar var ad kanna hugtakaskilning og steerdfraedilega igrundun
patttakenda til ad leggja mat & pad hvort undirbiningur i freedilegri steerdfreedi i
kennarandmi teeki neegilegt mid af pvi ad undirbia nemendur undir a0 starfa af fag-
mennsku { anda hugsmidahyggju. Til ad nd pessum markmidum var stefnt ad pvi ad
fd svor vio eftirfarandi spurningum:

1. Syna kennaranemar neaegilegan skilning a verkefninu til ad gera sér grein fyrir
hvada rddum megi beita til ad takast & vid pad?

2. Syna kennaranemar gagnryna og greinandi hugsun 1 glimu vid verkefnid?

3. Virdast kennaranemar igrunda verkefni sem peir fdst vid eda hafa leyst og freista
pess ad sjd pad { vidara samhengi? Spyrja peir sig spurninga?

4. Er audvelt ad beina kennaranemum, sem ldta duga a0 leysa verkefni, inn 4 pd
braut ad igrunda verkefnio frekar?

[ gagnryninni og greinandi hugsun felst, ad forsendur eru vegnar og metnar, réksemda-
feerslur igrundadar og nidurstodur vandlega endurskodadar. Beitt er athugulum
hug 4 allar hlidar mdls pegar unnid er ad lausn vidfangsefnis. Leitad er eftir greinandi
skilningi & vidfangsefninu med pvi ad hluta pad kerfisbundid nidur, greina orsaka-
sambond, gera deetlun um lausn og vinna ad henni skref fyrir skref.

Vid val d framangreindum rannséknarspurningum voru heefnipeaettir KOM-skyrsl-
unnar og TExES-vidmidanna hafdir til hlidsjénar dsamt skilgreiningu Ragnhildar
Bjarnadéttur & fjorum hlidum 4§ starfsheefni kennara (Niss og Hejgaard Jensen, 2002;
Ragnhildur Bjarnadéttir, 2004; Texas Education Agency, 2010).

patttakendur og gégn

Patttakendur 1 rannsékninni voru télf nemendur i priggja dra grunnndmi fyrir kenn-
ara 4 fyrsta tug pessarar aldar. Pessir nemendur voru allir 4 steerdfreedikjorsvidi. Fyrir
kjorsvidshépa voru 16g0 verkefni af fimm svidum sterdfredinnar og skyldu nem-
endurnir velta peim fyrir sér, reeda pau og leysa eda reyna ad leysa. Verkefnunum,
A-E, verdur lyst hér 4 eftir. Nemendum var kynnt ad greinarh6fundar hygdust rann-
saka hugtakaskilning og igrundun. Peir h6f0u val um ad taka pétt  ad leysa verkefnin
a0 undanskildu einu peirra sem var hluti af lokapréfi. Eitt annad verkefni var hluti
af ndmsmati peirra sem voldu ad glima vid pad, annars var ekki um namsverkefni ad
reeda.

Greinarhofundar s6fnudu munnlegum og skriflegum gégnum fra pétttakendum og
reeddu vid p4, einslega eda { hépum, um verkefnin sem peir glimdu vid. Munnlegum
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gdgnum séfnudu greinarhéfundar med pvi ad taka nétur. Ur hépi peirra sem reyndu
vid a0 minnsta kosti eitt verkefni voru pdtttakendur valdir pannig ad hver peirra hefdi
glimt vi0 ad minnsta kosti tvo verkefni. Pannig fengust 25 drlausnir og ur peim véldu
greinarhofundar 17 drlausnir sem peir telja deemigerdar. Pessum 17 drlausnum 12
nema eru gerd stutt skil { greininni. Engin drlausn sem er undanskilin umfjéllun hefdi
breytt nidurstédum rannséknarinnar. [ einu tilfelli, verkefni D, var eingéngu um skrif-
legar drlausnir nemenda ad reeda; 1 60ru tilfelli, verkefni B, adallega munnleg gogn
sem aflad var med pvi ad reeda vid nemendur og leggja fyrir pa (opnar) spurningar.
[ verkefnum A, C og E voru gognin blanda af pessu tvennu. Hluti spurninga greinar-
hofunda var fyrirfram dkvedinn en adrar spurningar rédust af umraedunni.

Greining og 0rvinnsla

Vid greiningu gagna var leitad svara vid framangreindum rannséknarspurningum.
Verkefnin eru 6lik og pad fer eftir edli hvers um sig hverjar af spurningunum eiga
best vid. Gogn voru ad hluta til metin samhlida gagnadfluninni, einkum munnleg
gogn. Bddir greinarhéfundar hafa dralanga reynslu af préfdémarastérfum 4 munn-
legu stidentsprofi 1 steerdfreedi og voru sammadla um mikilveegi munnlegs matspattar
i rannsékninni. Eins og fram hefur komid hafdi verkefni D pd sérstodu ad vera hluti
af skriflegu préfi og par var ekki um munnleg gogn ad reeda. [ pvi tilfelli var greining
gagnanna einskordud vid rannséknarspurningar 1 og 2. Greinarh6fundar skiptu med
sér verkum pegar kom ad pvi a0 leggja onnur verkefni fyrir og styra umraedu um pau.
Peir unnu sidan sameiginlega ad mati d 6llum gdgnum midad vid hverja rannsdknar-
spurningu fyrir sig.

Vidfangsefnin og val peirra

Vid val 4 peim vidfangsefnum sem nemendur glimdu vid téku greinarhéfundar
mi0 af pvi ad flest skyldu pau tengjast steerofreedisvioum sem kennsla i grunnskdla
neer til. Petta 4 vido um verkefni A, C, D og E. Einnig voru framangreindir freedilegir
haefnipeettir TEXES-vidmidanna hafdir til hlidsjénar. Hlidsteeda heefnipeetti er ad finna
i KOM-skyrslunni par sem fjallad er um heefni steerdfreedikennara i hinum faglegu
pdttum kennslunnar. Par segir medal annars ad gera purfi rdd fyrir ad kennarar hafi
naudsynlega heefni til steerdfreedilegrar hugsunar, prautalausna, likanagerdar, rok-
semdafeerslu og notkunar hjdlparteekja og ad d 6llum svidum bdi peir yfir heefniauka
midad vid pad skdlastig sem peir kenna & (Niss og Hejgaard Jensen, 2002). Verkefnin
skyldu valin pannig ad ekki leegi i augum uppi hvernig meetti leysa pau, til deemis
med pekktri lausnaradferd, heldur myndi reyna 4 hugtakaskilning og steerdfraedilega
igrundun patttakenda. Pa skyldu verkefnin vera pannig ad pau geetu talist fulltrdar
fyrir mikilveeg verkefni sem kennarar kjésa og hafa kosid ad leggja fyrir nemendur
sina, jafnvel 6ldum saman. Vidfangsefnin sem nemendur glimdu vid fylgja hér 4 eftir.
Verdur nd farid nokkrum ordum um hvert pessara verkefna.
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A. Praut um épekktan arf Indverji leetur bornum sinum eftir i arf allmarga demanta,
alla jafn verdmeeta. T erfdaskrd hans var svo meelt fyrir ad elsta barnid skyldi f4 einn
demant og 1/7 afgangsins, neestelsta barnid 2 demanta og 1/7 pess er pd var eftir,
og pannig skyldi halda dfram ad skipta. Vid skiptin kom i [jés ad bérnin fengu jafnt.
Hve moérg voru bérnin og hve margir voru demantarnir?

B. Pversteda Zenéns um Akkilles Akkilles preytir kapphlaup vid skjaldboku. Hradi
hans er tifaldur hradi skjaldbokunnar en hann gefur henni tiu feta forskot. Pegar
AkKkilles hefur hlaupid pessi tiu fet hefur skjaldbakan komist eitt fet i vidbot og
pegar Akkilles hefur hlaupid pad fet er hin vidsjdla skjaldbaka komin einn tiunda
ur feti til viobétar fram a veginn og svo koll af kolli. Akkilles neer pvi skjaldbok-
unni aldrei — eda hvad?

C. Talnarunur Hér var hin vel pekkta Fibonacci-talnaruna: 1, 1, 2, 3,5, 8,13, 21, . . .,
16g0 til grundvallar og peirri spurningu beint til kennaranema hversu einstok hin
sé i raun og veru. Fibonacci-talnarunan er skilgreind 1t frd fyrstu tveimur t6lunum
og spurt var medal annars hvad myndi breytast ef byrjad veeri med adrar t6lur.

D. Hugtakaskilningur i algebru Hér var sjénum beint ad hugtaki dr linulegri algebru.
Hugtakid var kjarni linulegrar vorpunar og pvi h6fdu nemendur kynnst { kennara-
ndmi sinu. Skilningur & hugtakinu sjdlfu var kannadur sem og beiting pess i steerd-
freedilegri roksemdafeerslu.

E. Hugtakaskilningur i rimfreaedi — teikniforrit Hér var sjénum beint ad hugtakinu
heed i prihyrningi og hvort og pd hvernig meetti utvikka pad yfir { haed i marg-
hyrningi almennt. Einnig var komid inn 4 hvort nota meetti teikniforrit til sonnunar
i rimfraedi.

Verkefni A — Praut um 6pekktan arf

Prautin um 6pekktan arf er ein af fjolmorgum steerdfreediprautum sem vardveist hafa
6ldum saman. Hun hefur skotid upp kollinum i 6teljandi kennslubékum fré pvi ad
hin birtist fyrst { reikningsbdkinni Liber Abaci eftir Fibonacci sem 1t kom snemma
a prettandu 6ld. Prautin getur talist deemigerd fyrir fjolmargar sigildar steerdfreedi-
prautir sem eiga pad sameiginlegt ad mun meiri steerdfraedi byr undir en virst geeti
i fliétu bragdi. Slikar prautir leyna 4 sér og eftir pvi sem dypra er kafad i paer kemur
meiri steerdfreedi fram. Algengast er ad sjd prautina um arf setta fram, eins og hér er
gert, pannig ad hlutfallid af eftirstddvunum sem bornin fd sé 1/7 en oft er lika talad
um 1/10 og alls ekki er naudsynlegt ad velja annad hvort pessara hlutfalla. Pag eitt ad
gera sér grein fyrir pessu kostar igrundun og ber vott um dypri skilning & prautinni
en naudsynlegur er til pess eins ad leysa hana eins og hun er sett fram { kennslubdk-
um. Fyrir utan ad vera sdgulega mikilvaeg og fela i sér dhugaverda steerdfraedi hefur
prautin um épekktan arf pann g6da kost ad lausn hennar kemur skemmtilega 4 Gvart.
Lausnir nemenda & prautinni eru vel til pess fallnar ad verda skodadar i ljési likans
Poélya fyrir prautalausnaferli.
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Verkefni B — bversteeda Zendns um Akkilles

bPversteedan um Akkiles er ein af nokkrum pversteedum sem kenndar eru vid Zendn,
griskan heimspeking sem var uppi 4 fimmtu 6ld fyrir Krist. Pverstaedan um Akkilles
er peirra freegust og 1 henni kallar Zenén til leiks Akkilles sem var mestur kappi {
lidi Grikkja 1 stridinu um Tréjuborg. Skilningur & pversteedunni felst { rauninni 1 pvi
a0 vidurkenna ad steerdfreedilega sé unnt a0 lita 4 endanlega vegalengd sem summu
dendanlega margra eiginlegra hluta sinna. Nyti madur sér upplysingarnar um 10
feta forskot skjaldbokunnar og pad ad hradi Akkillesar er tifaldur hradi hennar litur
deemid svona tt: Akkilles leggur af stad pegar skjaldbakan er komin 10 fet fram 4
veginn. Pegar Akkilles hefur hlaupid pessi tiu fet hefur skjaldbakan komist dfram eitt
fet i vidbot. Pegar Akkilles hefur hlaupid pad fet er skjaldbakan komin 1/10 dr feti til
vidbétar fram 4 veginn og svo koll af kolli. Vegalengdin sem skjaldbakan fer 4dur en
Akkilles neer henni, meeld i fetum, er pvi: 10+1+1/10+1/100 +1/1000 + . . .

Pessa 6endanlegu summu ma reikna tt sem markgildi med adferdum 6rsmeeda-
reiknings og ttkoman er endanleg steerd: 100/9. Akkilles neer skjaldbokunni gédu
pegar pau hafa lagt ad baki 100/9 fet. Pversteeda Zenéns er eitt af fjolmorgum vid-
fangsefnum sem nota hefdi matt til ad kanna skilning pdtttakenda & svidi steerdfraedi-
greiningar og i pvi skyni var hin medal annars valin.

Verkefni C - Talnarunur

Likanasmio er mjog mikilveegur péttur i steerofreedindmi, svo og pad ad nota mynstur
til ad leysa deemi og setja fram tilgdtur. Snar pattur i pessu er greining & talnarunum.
Eftirfarandi talnaruna: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . par sem fyrstu tveer t6lurnar eru 1
og 1 en hver lidur rununnar par 4 eftir er summa tveggja naestu lida 4 undan kallast
Fibonacci-runa. Hiin er kennd vid d40urnefndan Fibonacci og birtist 1 reikningsbdk
hans Liber Abaci. Runan segir til um hve morg kaninupdr eru til stadar 4 hverjum tima.
[ upphafi er eitt par, sem frd og med neesta manudi eignast eitt kaninupar { hverjum
manudi sem sjalft eignast eftir manud nytt kaninupar i hverjum ménudi og svo koll
af kolli 4n pess ad nokkru sinni drepist kanina. Pessa talnarunu og kaninuségu hefur
matt finna { steer6freedikennslubdkum 6ldum saman, og er pd jafnan reett um hvernig
runan tengist hlutfallinu ,gullinsnidi” og ymsum fyrirbrigdum i ndttirunni. Runan er
gb60kunningi allra kennara og ad mati greinarh6funda kjorinn fulltrdi fyrir verkefni
sem skyldi sndast um likanasmid og mynstur.

Verkefni D — Hugtakaskilningur i algebru

[ hreinni (e. abstract) algebru er mikid af Shlutbundnum hugtskum sem geta reynst
nemendum erfid 1 byrjun. Verkefnio snerist um linulega vérpun milli tveggja linu-
legra rima og kjarna vorpunarinnar. Pad félst { ad setja fram skilgreiningu a kjarna-
hugtakinu og utskyra hvernig kjarni linulegrar voérpunar tengist pvi hvort vérpunin
sé einteek (varpi engum tveimur stokum & sama stak). Pess ber ad geta ad nemend-
urnir voru ad ljuka ndmskeidi { linulegri algebru 4 staerdfraedikjorsvidi og par hafoi
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veri0 fario 1 pessi atridi. Hugtakio fall gengur eins og raudur pradur gegnum 6ll svid
steerofreedinnar og i linulegri algebru eru linulegar varpanir pau foll sem skipta mali.
Vegna mikilvaegis fallhugtaksins dkvddu greinarhéfundar ad eitt verkefnid skyldi
sndast um fall og eiginleika pess og pad varod ur ad verkefnio skyldi vera 4 svidi linu-
legrar algebru.

Verkefni E — Hugtakaskilningur i romfraedi — teikniforrit

Sigild rimfraedi er kennd vid Grikkjann Evklid sem var uppi um 300 f. Kr. Hiin er si
grein steerdfreedinnar sem pykir syna 4 gleggstan hatt uppbyggingu frumsendukerfis.
Ordio frumsenda (e. axiom) merkir undirst6duldgmal og grunnurinn sem sigild ram-
freedi i plani hvilir 4 eru fimm frumsendur kenndar vid Evklid auk frumhugtaka og
svokalladra almennra stadreynda. Frumsendur eru ekki sannadar heldur dlitnar sannar
og frumhugtok eru ekki skilgreind. Sidan byggist frumsendukerfid upp med pvi ad
skilgreind eru ny hugtok og settar fram setningar um pau sem eru sannadar. Hvergi
i steerdfraedindmi kennaranema eetti mikilveegi hugtaka og krafan um ndkveemni {
skilgreiningu peirra ad vera ljésari en einmitt i sigildri rimfreedi. Sama ma segja um
mikilveegi sannana & setningum. Hvada kunnugt hugtak tr evklidskri rimfreedi var
valid til umfjollunar { pessu verkefni skipti ekki hofudmadli en hugtakid heed hentadi
ad visu vel { tengslum vid teikningar i t6lvu og vangaveltur um hvort nota meetti
teikniforrit til sonnunar { rimfreedi.

URLAUSNIR

[ kaflanum er gerd stutt grein fyrir drlausnum pétttakenda og gefin synishorn af
svorum beirra.

Verkefni A — Praut um 6pekktan arf

Gerd er grein fyrir durlausnum priggja kennaranema. Allir sem einn rédust peir i ad
leysa prautina sem kann ad stafa af pvi ad nemendur hafa vanist pvi { skéla ad pau
viofangsefni i steerdfraedi sem peim eru fengin séu leysanleg. Einn nemendanna fann
lausn med pvi ad proéfa sig dfram, hinir tveir reiknudu tt lausn. Rannsakanda reyndist
audvelt a0 fa pa til ad igrunda verkefnio frekar. Peir voru medal annars bednir ad velta
pvi fyrir sér hvort nemendur 1 10. bekk kynnu ad telja upplysingar vanta til pess ad
deemi0 veeri leysanlegt. Einn patttakandi svaradi 4 pessa lund:

Meér finnst mjog liklegt ad nemendur haldi ad upplysingar vanti. Einhver geeti sagt
sem svo ad ekki geetu verid fleiri born en sj6 og reynt ad leysa prautina tt fra pvi.
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Annar svaradi pannig:

Kem hér med tillogur ad liklegum svérum [nemenda i 10. bekk]: Ekki heegt ad leysa
petta. Pad vantar upplysingar um hvad bérnin eru morg. Pad vantar upplysingar um
hvad demantarnir eru margir.

Einn patttakandi taldi adspurdur ad um fleiri en eina lausn 4 deeminu geeti verid ad
reeda en rokstuddi pd skodun ekki. Hinir tveir tldu ad lausnin veeri 6tviraed en ein-
ungis annar feerdi rok fyrir svarinu. Adspurdir hvort pad skipti mdli ad talan 7, sem
kemur fyrir { deeminu, sé frumtala eda hvort setja meetti adra frumtolu eda jafnvel
samsetta tolu { stad tolunnar 7, ségou allir prir nemendurnir ad 1 stad 7 geeti komid
hvada tala sem er, einn peirra gaf engan rokstudning en hinir tveir gdfu dhugaverdan
rokstudning, annar eftir ad skoda tiltekin deemi um adrar tolur en 7 og hinn med pvi
a0 syna utreikninga.

Allir syndu pétttakendur greinandi hugsun sem leiddi til dlyktana. Deemi um petta:

Pad m4 draga pd dlyktun ad demantafjoldinn sé ferningstala. Pad veeri haegt ad semja
deemid pannig ad énnur ferningstala veeri fjoldi demanta. Daemid er leysanlegt fyrir
hvada ferningstdlu sem er. Ef fjoldi barna er x, pd er fjoldi demanta x - x og hluti
afgangs sem fyrsta barn feerer 1/x + 1.

Vangaveltur voru fleiri, medal annars um gildi upplysinga i prautalausnum og gildi
pess ad proéfa sig dfram 1 leit ad lausn.

Verkefni B — bversteeda Zendns um Akkilles

Ger0 er stutt grein fyrir drlausnum fjogurra kennaranema. Hvar viofangsefnio eetti
heima innan steerdfreedinnar gétu peir ekki fest fingur &, en voru allir samméla um ad
petta myndi teljast praut. Enginn peirra gerdi sér grein fyrir hvada adferdum veeri best
ad beita til ad takast & vid verkefnid. Allir pessir nemendur h6fdu kynnst undirstéou-
atridum 6rsmeedareiknings 1 framhaldsskdla, par med talid hugtakinu markgildi. Peir
dttu hins vegar eftir ad taka ndmskeidid Steerdfreedigreining { kennarandmi sinu par
sem farid er dypra { sému hluti. Nemendurnir voru mjég dhugasamir um verkefnid
og fljétir ad segjast skilja ttskyringu rannsakanda 4 viofangsefninu sem var s sama
og gefin er hér ad framan. Lausnin & pversteedunni um Akkilles felst i pvi ad nyta
hugtok og setningar 6rsmeedareiknings til ad lita 4 endanlega vegalengd sem summu
dendanlega margra eiginlegra hluta sinna. Nemendur voru bednir um ad igrunda
hvort pad sé trilegt ad summa éendanlega margra jdkvaedra lida geti verid endanleg
steerd (sifellt beetist meira vid — e fleiri lidir) og runnu pd tveer grimur & suma: ,Mér
finnst pad nd skrytid en audvitad neer hann henni.”

Pau sterdfreedihugtok sem hér koma vid sdgu, 6rsmeed, dendanleg summa og
markgildi, eru nokkud flékin. Eftir ad hafa rifjad upp edlisfreediformdluna h - t = v
um sambandid milli hrada, tima og vegalengdar, tkst patttakendum i sameiningu ad
reikna Ut somu nidurstodu og feest med adferdum steerdfraedigreiningar. Med tilstyrk
edlisfreedinnar syndu peir sem sagt fram 4 ad skjaldbakan fer 100/9 fet (og pa neer
Akkilles henni).
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Verkefni C - Talnarunur

Ger0 er grein fyrir urlausnum priggja kennaranema. Peirri spurningu var fyrst beint
til nemendanna hversu einstok Fibonacci-runan sé, til deemis hvad myndi breytast ef
byrjad veeri med adrar tolur en 1 og 1. Segja md ad peir hafi svarad spurningunni dn
pess ad reyndi d gagnryna og greinandi hugsun pvi peir pekktu pad greinilega allir ad
allt eins meetti byrja rununa 4 t6lunum 0 og 1 og ad pad fengist Fibonacci-runan fra og
med tolu nimer tvo. Eftir stuttar umraedur smidudu nemarnir sidan nyjar runur sam-
kveemt adferd Fibonaccis: V6ldu tveer nyjar upphafstolur og 16gdu sidan saman koll af
kolli. Peir ymist byrjudu med tveer dlikar tolur eda tvisvar sému téluna og engum datt
i hug ad nota neikveeda(r) tolu(r). [ engri runu var fyrri upphafstalan minni en seinni
upphafstalan. Synishorn af nyjum runum nemenda:

1,2,3,58,13, 21, ...
2,2,4,6,10,16, 26, ...
5,7,12,19, 31, 50, ...
10, 20, 30, 50, 80, 130, ...

Tveir nemendanna bentu 4 ad nyju runurnar peirra endurspegludu ekki kaninu-
timgunina og var pad eina vidleitnin til ad bera eiginleika nyju runanna saman vio
eiginleika Fibonacci-rununnar. Enginn velti 4 pessu stigi fyrir sér tengingunni vio
gullinsnid. Eftir dbendingu rannsakanda reiknudu nemendurnir it hlutfsll samliggj-
andi talna { hinum nyju runum sinum og komust pd ad peirri nidurstédu ad eftir pvi
sem peir komu ofar i runurnar nélgadist petta hlutfall t6luna 1,618...

Rétt eins og hjd Fibonacci-rununni nalgadist hlutfallid gullinsnid sem er talan 1 +2\/€ .
Pegar hér var komid sogu f6r ekki d& milli méla ad forvitni nemendanna var vakin og
peir virtust spyrja sig spurningarinnar: , Hvernig méd petta vera?” Enginn peirra syndi
tilburdi til ad reyna ad finna svar vid peirri spurningu en tilgdta var i burdarlionum

sem nemendur settu fram i sameiningu:

Ef byrjad er med tveer tolur og sidan beett vid télum 1 sifellu med pvi ad leggja saman
tveer neestu tolurnar 4 undan pd feest talnaruna sem hefur pann eiginleika Fibonacci-
rununnar ad hlutfoll tveggja talna i 160 stefna & gullinsnid.

Sonnun tilgatunnar felst i ad reikna tit markgildi med adferdum steerdfraedigreiningar
og rannsakandi hjélpadi nemendum af stad og studdi pd { peirri vinnu. Ekki er dsteeda
til ad rekja gang sonnunarinnar en geta ma pess ad ef markgildio er kallad x kemur
fram jafna & forminu x = 1 + 1/x sem hefur i f6r me0 sér jéfnuna x*—x — 1 =0 og jdkveed
lausn pessarar annars stigs jofnu er einmitt gullinsnio: x = 1+T\G .

Verkefni D — Hugtakaskilningur i algebru

Ger0 er grein fyrir urlausnum priggja kennaranema sem glimdu vio verkefnio a loka-
préfi. T préfspurningunni var fyrst rifjad upp ad ef T er linuleg vérpun varpar hin
nulli { ndll. P4 voru nemendur bednir ad skilgreina hugtakid kjarni linulegrar vorp-
unar T og sidan utskyra hvernig kjarninn tengdist pvi hvort T veeri einteek vorpun.
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Einn pdtttakandi skilgreindi hugtakid rétt, pad er ad segja ad kjarninn veeri mengi
(safn) allra peirra staka sem T varpadi 4 0. Annar patttakandi sleppti pvi ad reyna vio
skilgreininguna en svar pess pridja var 4 pessa lund: ,kerT er (null) 0. Peir vektorar
sem varpast alltaf 4 sjdlfan sig.”

Sami nemandi og skilgreindi hugtakid rétt gerdi géda grein fyrir pvi ad T veeri
einteek vorpun pd og pvi adeins ad eina stakid i kjarnanum veeri 0. Hinum tveimur
tokst ekki vel upp en peir reyndu samt spreyta sig a4 roksemdafeerslunni um tengsl
kjarnans vid pad ad vérpunin sé einteek. An skilnings 4 lykilhugtakinu kjarni verdur
sd roksemdafeersla pé varla byggd. Annar nemendanna svaradi pannig: , Ef 0 € Ker(T)
pd er adeins til ein lausn svo ker(T) = {0} svo hudn hlytur ad vera eintaek.”

Linuleg vorpun er sérstok gero falls og 4 6llum svidum steerdfreedinnar leika foll
stort hlutverk. Skilningur & fallhugtakinu og eiginleikum pess er i raun forsenda fyrir
skilningi 4 ymsum Shlutbundnum hugtékum, eins og til deemis kjarna linulegrar
vorpunar. Ohlutbundin hugtok { algebru reynast nemendum erfid og geta ma pess ad
settar hafa verid fram kenningar um hvernig steerdfreedinemar i grunnndmi { héskéla
leitast vid ad draga ur stigi hlutfirdingar slikra hugtaka (Hazzan, 1999).

Verkefni E — Hugtakaskilningur i romfraedi — teikniforrit

Gerd er grein fyrir drlausnum fjogurra kennaranema sem glimdu vid petta verk-
efni. Nemendur pekktu hugtakid heed 1 prihyrningi, vissu ad peer veeru prjdr og allir
teiknudu peir rétta mynd af heed. Peir dttu hins vegar i erfidleikum med ad setja fram
ndkveema skilgreiningu 4 hugtakinu og adeins einn pessara nemenda nefndi ad haed
veeri linustrik en pad er missandi hluti af skilgreiningunni. Deemi um svor nemenda:

Haed 1 prihyrningi myndar rétt horn 4 métleega hlid topppunktsins.

Heed segir til um heed prihyrningsins, heedin verdur ad koma hornrétt & linur pri-
hyrningsins.

Ef ég hugsa um heed { prihyrningi sé ég fyrir mér linu sem fer frd lengstu grunnlinu {
andsteedan topppunkt (hornrétt eda stystu leid).

Pegar kom ad pvi ad utvikka hugtakid og teikna haed 1 samsidungi voru allir nema
einn nemendanna med rétta mynd og lika rétt svar vid pvi hve haedirnar i samsidungi
veeru margar ur hverjum hornpunkti. Neest dtti ad alheefa yfir { hugtakid heed { marg-
hyrningi almennt og pd voru tveir af pessum fjorum nemendum med rétt svar vid pvi
hve margar heedir veeri heegt ad draga tr hverjum hornpunkti { n-hyrningi. Hinum
tékst ekki ad sjd hugtakid haed 1 vidara samhengi en peir dttu ad venjast.

AJ lokum voru nemendur bednir ad velta pvi fyrir sér hvort peir teldu ad unnt
veeri a0 nota teikniforrit til ad sanna steerdfreedisetninguna sem segir ad heedirnar {
prihyrningi skerist { einum punkti. Setninguna pekktu nemendur vel og peir h6fdu
unnid med teikniforrit sem gerdi peim kleift ad draga til og breyta 16gun mynda. Peir
vissu ad hvernig sem peir dreegju til teiknadan prihyrning med heedum sinum myndu
heedirnar & myndinni halda dfram ad skerast. Nemendurnir téldu allir ranglega ad
forritid meetti nota til ad sanna setninguna. Peim yfirsdst ad 6hdd pvi hve lengi peir
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draga prihyrninginn til og umbreyta honum nd peir ekki ad skoda alla prihyrninga.
Daemi um svor nemenda:

J&, haegt er ad draga myndina éendanlega mikid til og pad er nég ad draga einn
punkt.

b ,,sérd” hvad gerist vid flutning 4 punkti. P getur flutt punktana i allar mégulegar
stoour 1 forritinu og ef pu getur ekki sett punktana a pa stadi par sem nidurstadan
veeri sd ad heedirnar veeru ekki sampunkta er komin sénnun fyrir pvi ad heedirnar
eru alltaf sampunkta.

Enginn virtist gera sér grein fyrir ad teikniforrit i tolvu standa sjalfri steerofreedinni ad
baki pegar kemur ad sonnunum. Teikniforrit geta gefid visbendingar og stutt notanda
sinn vid tilgdtusmid sem er ekki pad sama og ad sanna almennar steerofreedisetningar.

NIDURSTOPUR OG UMRADPA

Markmid rannséknarinnar var ad kanna hugtakaskilning og steerdfraedilega igrundun
patttakenda til ad leggja mat d& pad hvort undirbiningur i freedilegri steerdfreedi i
kennaranami taki neegilegt mio af pvi ad undirbia nemendur undir ad starfa af fag-
mennsku { anda hugsmidahyggju. Til ad nd pessu markmidi voru settar fram fjérar
rannséknarspurningar. I pessum kafla eru drlausnir patttakenda & framangreindum
verkefnum notadar til ad leita svara vid hverri spurningu um sig.

1. Syna kennaranemar neegilegan skilning 4 verkefninu til ad gera sér grein fyrir
hvada rddum megi beita til ad takast 4 vid pad?

Svarid vid pessari spurningu er jakvaett fyrir 61l verkefnin nema verkefni B, pverstaedu
Zenons um Akkilles.

2. Syna kennaranemar gagnryna og greinandi hugsun 1 glimu vid verkefnid?

Eins og 40ur er sagt felst pad { gagnryninni og greinandi hugsun ad forsendur eru
vegnar og metnar, roksemdaferslur igrundadar og nidurstodur vandlega endurskod-
adar. Beitt er athugulum hug 4 allar hlidar mdls pegar unnid er ad lausn vidfangsefnis.
Leitad er eftir greinandi skilningi 4 vidfangsefninu med pvi ad hluta pad kerfisbundid
nidur, greina orsakasambond, gera deetlun um lausn og vinna ad henni skref fyrir
skref.

[ engu verkefni komu fram ad fyrra bragdi efasemdir patttakenda um ad neegar for-
sendur veeru gefnar til ad verkefnid veeri leysanlegt né heldur vangaveltur um hvort
Oparfar forsendur vaeru gefnar. Umraedur um pad hvort lausnir kynnu ad vera fleiri
en ein 1 verkefni A spunnust it frd spurningu greinarhéfundar. Allir pdtttakendur
sem glimdu vid verkefni A syndu greinandi hugsun sem leiddi til dlyktana eins og ad
framan er getid. [ verkefni B, sem var 6neitanlega mest framandi fyrir nemendur, eru
nidurstéour ad mestu byggoar & samraedum vid nemendur og { svérum vid opnum
spurningum greinarhdfundar kom fram gagnrynin og greinandi hugsun. T verkefni
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C smidudu pdtttakendur talnarunur, eftir dbendingu greinarhéfundar, og greindu
eiginleika peirra (eda skort & eiginleikum) ymist sjélfir eda i framhaldi af spurningu
greinarhofundar. Fyrir utan skilgreiningu & hugtaki { verkefni D reyndi 4 ad greina
orsakasamhengi milli pess og annars hugtaks. Einn priggja pétttakenda leysti bdda
peetti og lausn hans gaf Stvireett jékveett svar vid spurningu um gagnryna og grein-
andi hugsun. Verkefni E snerist um hugtakaskilning og sannanir i rdmfraedi. P&tt-
takendur &ttu { erfidleikum med ad setja fram ndkveema skilgreiningu 4 hugtaki sem
peir h6fdu unnid med { rimfreedi. Segja md ad hér hafi ekki tekist neegilega vel til
kennslu ndmskeidsins hvad vardar ad lada fram greinandi hugsun nemendanna um
deemigert rimfraedihugtak. Loks var greining pdtttakenda & meetti teikniforrita til ad
sanna sterdfraedisetningar rong.

3. Virdast kennaranemar igrunda verkefni sem peir fdst vid eda hafa leyst og freista
pess ad sjd pad i vidara samhengi? Spyrja peir sig spurninga?

[ engu tilfelli kom fram ad pétttakendur spyrdu sig spurninga ad fyrra bragdi eda
reyndu a0 sjd verkefni { vidara samhengi en pad var sett fram.

4. Er audvelt a0 beina kennaranemum, sem ldta duga a0 leysa verkefni, inn 4 pa braut
a0 igrunda verkefnio frekar?

[ 6llum tilfellum sem & reyndi var svarid vid pessari spurningu j.

Nidurstodur benda til pess ad nokkud vanti upp 4 ad undirbuiningur kennaranema
i freedilegri steerdfreedi sé naegilega traustur. Peir pyrftu ad hafa dypri hugtakaskilning
og spurulli og betur greinandi hug. Heefnina til ad igrunda pyrfti ad styrkja i kennara-
nami peirra og pad stendur upp a kennsluna & steerdfreedikjorsvioi ad gera pad. Pad
skiptir skopum a0 ldta kennaranema temja sér ad kafa dypra i verkefni en svo ad naegi
til ad leysa pau. Petta er ndtengt framangreindum fjérum flokkum markmida 1 steerd-
freedi sem fjalla um adferdir og namskrdin fra 1999 getur um. Par segir:

Logd er dhersla d ad haegt sé ad pjélfa leikni { ad takast & vid vidfangsefni par sem
lausnir liggja ekki { augum uppi. St leikni er samofin 60rum pdttum. Leit ad lausnum
krefst beedi hugkvemni og rokvisi og feerni i notkun tungumadlsins eykur rokvisi.
(Menntamdlaraduneytid, 1999, bls. 7)

[ dénsku KOM-skyrslunni eru tilgreindir dtta heefnipeettir sem taldir eru mikilvaegir fyr-
ir steer0freedindm og -kennslu 4 6llum skélastigum. Pessir peettir verda ekki adgreindir
heldur tvinnast saman en segja md ad nidurstada rannséknarinnar bendi til pess ad
peettirnir hugsanagangur, prautalausnir, roksemdafersla og framsetning séu hlekkir
sem pyrfti ad styrkja hjd flestum pétttakendum. Hvad vardar framangreint likan Pélya
fyrir prautalausnaferliliggur beinast vid ad beina sjonum ad nidurstodum tir verkefni A,
prautinni um épekktan arf, og verkefni B, pversteedu Zenéns um Akkilles, og hér skiptir
itvo horn: Nemendur nddu seemilegum tokum 4 fyrra verkefninu en litlum 4 pvi sidara.
[ fyrra verkefninu steig enginn sidasta Pélya-skrefid af fjorum: AJ lita til baka.

Adur hefur verid minnst 4 freedilega heefnipeetti tr vidmidum fyrir steerdfreedi-
kennara d unglingastigi { Bandarikjunum sem greinarhéfundar notudu dsamt 6drum
viomioum vid val 4 peim steerdfreediverkefnum sem eru til umraedu i pessari grein.
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Naénari utlistanir & hverjum heefnipeetti bandarisku vidmidanna eru settar fram sem
markmid og listinn hér ad nedan gefur synishorn af markmidum sem tengjast titt-
nefndum steerdfraediverkefnum greinarinnar. Par segir um kennarann ad hann skuli:

* Greina eiginleika runu (til deemis Fibonacci-runu).

¢ Geta fundio formengi og varpmengi falls.

 Geta skorid dr um hvort fall sé einteekt og/eda dtekt og fundid andhverfu falls.
e Skilja markgildishugtakid og hvernig pad tengist samfelldni falls.

e Skilja frumsendukerfi og hugtok pvi tengd (frumhugtok, skilgreind hugtok ....)
e Beita eiginleikum samsida og hornréttra lina vid prautalausnir.

¢ Syna skilning & pvi ad nota télvuforrit 1 rimfraedi.

e Skilja prautalausnaferlid. (Rice University, 2010)

Meo tilliti til pessara markmida er nidurstada konnunarinnar ébreytt. Steerofreedileg
igrundun og hugtakaskilningur kennaranema vid turlausn d verkefnunum er veikur
hlekkur. Undirbuningur sem peir fd i freedilegri steerdfraedi { kennarandmi pyrfti ad
styrkja pessa peetti.

Steerdfreedilegur undirbiningur kennaranema dr framhaldsskdla er ad jafnadi
ekki mikill. Meirihluti peirra er med stddentspréf af méla- eda félagsfreedibraut og
hefur ad medaltali lokid innan vid prettdn einingum i steerdfreedi (Freyja Hreins-
déttir og Friorik Diego, 2009). Til samanburdar mad geta pess a0 { eftirtdldum deildum
Haskola fslands er ymist gerd krafa um eda eindregid maelt med ad umsakjendur um
grunnnam hafi lokid 21 einingu { steerdfraedi 4 stidentsprofi: Jardvisindadeild, Lif- og
umbhverfisvisindadeild, Raunvisindadeild. Fyrst engin slik krafa er gerd til umseekj-
enda um grunnndm i Kennaradeild hlytur si spurning ad vakna hvort nemendur 4
steerofraedikjorsvidi 1 kennarandmi pyrftu ekki einfaldlega ad fa meiri undirbining {
freedilegri steerdfraedi 4 kjorsvidinu. Petta veeri { samreemi vid pd nidurstodu i framan-
greindrirannséknRagnhildar Bjarnadéttur ad adeins 22% kennaranema téldu kennara-
ndmid hafa stutt vel vid sig vardandi pekkingu sem tengdist skélandmsgreinum og
65% nemanna toldu ad dherslan 4 pessa peetti hefdi dtt ad vera meiri (Ragnhildur
Bjarnadéttir, 2005). Hugtakaskilningur i steerdfredi styrkist med auknu freedilegu
nami og i hdskélandmi { steerdfraedi er igrundun 4 hugtokum og pvi freedilega sam-
hengi sem pau eru i dmissandi pdttur. Pad ad igrunda og beita spurulum hug leerist og
verdur sjdlfsagdur og edlilegur hlutur pegar fram i seekir { steerdfreedindmi.

LOKAORD

Vert er ad huga ad pvi hvort ekki sé rétt ad innleida sérstakt skyldundmskeid { prauta-
lausnum 4 steerdfraedikjorsvidi { kennarandmi. Pad hefur feerst { voxt og er talid gefa
g60a raun ad byrja 4 pessum peetti 1 grunnndmskeioum i steerdfreedi fyrir almenna
kennaranema (Long og DeTemple, 2006). Framangreint valnamskeid, bPrautagledi, i
kennaranami { Haskéla fslands hefur synt sig ad eiga fullt erindi inn 4 steerdfreedikjor-
svidid. Badir greinarhofundar hafa komid ad undirbuiningi framhaldsskélanema fyrir
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patttoku i Olympiuleikum { steerdfreedi og par synir sig svo ekki verdur um villst ad
unnt er ad reekta med gédum drangri pann pétt ad igrunda steerdfreedileg vidfangsefni
og brjéta pau til mergjar.

Pad er sama hvar borid er nidur, allir sem fjalla um steerdfraedindm og -kennslu
leggja dherslu 4 mikilveegi skilnings. T skyrslunni Markmid steerdfraedikennslu i grunn-
skolum og framhaldsskélum sem unnin var & vegum menntamadlardduneytisins undir
formennsku Reynis Axelssonar i tengslum vid endurskodun adalndmskrér 4 drun-
um 1996-1998 segir ad varla sé efamal ad undirstada allrar steerdfreedikunnattu sé
skilningur 4 tolum og talnareikningi dsamt feerni i notkun talna. Talin eru upp morg
efnisatridi pessu tengd sem nemendur eiga ad hafa 606last ddgédan skilning & vid lok
grunnskdla og sidan segir:

Slik upptalning efnisatrida segir pé ekki hdlfa sguna. Vid viljum leggja dherslu 4 ad
pad er skilningur & pessum hugtokum sem mestu mali skiptir. Nakveemlega hvad pad
pydir ad skilja steerdfraedihugtak veeri efni i langa heimspekilega umraedu, og nidur-
stodur hennar geta verid mikilveegar fyrir hugmyndir okkar um hvernig kenna skuli
steerdfreedi. (Menntamalardduneytid, 1998, bls. 7)

Nidurstodur rannséknarinnar benda til pess ad kennaranemarnir sjélfir, sem steerd-
freedinemar, bui ekki ad 6llu leyti yfir peirri heefni sem kenningar um hugsmidahyggju
leggja dherslu & og peim er atlad ad nd fram hjd nemendum sinum. I ndmi peirra &
nedri skdlastigum virdist heefnipdttur 4 bord vid pann ad brjéta hugtok til mergjar
ekki hafa verid neegilega drvadur. Auk pess virdist sem ndm peirra d steerdfreedikjor-
svidi kennarandms hafi ekki skilad tileetludum drangri hvad petta vardar. Misbrestur
er 4 ad hugtok sem 16g0 hefur verid dhersla 4 { freedilegum ndmskeidum 4 svidinu skili
sér neegilega vel. Deemi um petta eru hugtokin kjarni i linulegri algebru og heed 1 rim-
freedi sem verkefni D og E snerust um. Efla parf menntun verdandi steerdfreedikennara
pannig ad hun ndi ad styrkja pd i peim mikilveegu pdttum ad temja sér ad igrunda
vidfangsefni sin, brj6ta hugtok til mergjar, kafa undir yfirbordid og spyrja sig faglegra
spurninga. Mikid er { hiifi enda hlytur markmidid med kennslu 4 steerdfreedikjorsvidi
i kennarandmi ad vera ad bua kennaranema undir ad axla af fullri fagmennsku hlut-
verk steerdfreedikennara hvort sem hann hyggst starfa i anda hugsmidahyggju eda
ekki. Fagmennska kennara verdur ekki skilin frd heefni hans.

Nidurstodur rannséknarinnar draga fram ymsan vanda sem kennaranemar,
verdandi fagmenn 1 steerofreedikennslu, glima vid. Vandamalin lysa sér & mjog sam-
beerilegan hétt og freedimenn sidustu hdlfrar aldar hafa gert grein fyrir (Pdlya, 1945;
Schoenfeld, 1985). Ein leid til ad meeta slikum vanda veeri ad kennaraefni fengju meiri
tima 1 kennarandmi til ad fast vid steer0fraedi sina.

[ doktorsritgerd sinni kannadi Gudmundur Kristinn Birgisson (2002) glimu sex
fyrsta drs hdskélanema vid valin steerdfraediverkefni og 4 grundvelli konnunarinnar
bjé hann til pekkingarfreedilegt likan sem samanstéd af fimm flokkum. Segja md ad
flokkarnir endurspegli dlika hugarheima sem nemendurnir fundu sig i pegar peir
unnu ad sterdfraediverkefnunum. Petta eru: Heimur reynslu, hugtakaheimur, mal-
heimur, heimur formlegrar steerdfreedi, heimur raunverulegra steerdfreedilegra fyrir-
brigda (Guomundur Kristinn Birgisson, 2002).
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Gudmundur segir ad flj6tt hafi komid 1 1jés ad skodun nemanda 4 pvi hvert veeri
edli steerdfraedilegra fyrirbrigda hafi r40i0 urslitum um hvada heimi hann tilheyrdi.
Hins vegar bendir Gudmundur & ad milli hverra tveggja heima séu tengsl og ad nem-
andi sem trdir pvi ad steerdfreedileg pekking tilheyri tilteknum heimi geti brugdid sér 1
annan heim med vidfangsefni sin, jafnvel leyst pau par og sndid til baka med lausnina
(Guomundur Kristinn Birgisson, 2002).

Oneitanlega vaknar st spurning { tengslum vid rannséknina sem hér hefur verid
til umfjollunar hvort greining samkveemt likani Gudmundar 4 nemendum 4 steerd-
freedikjorsvioi 1 kennarandmi geeti ekki skilad sér i markvissari tilraunum kennara til
a0 styrkja veika heefnispeetti hvers og eins. Myndu til deemis peir pdtttakendur sem
glimdu vi0 verkefni E og toldu allir ad teikningar {1 tolvuforriti sonnudu steerdfraedi-
setningu flokkast sem ibdar { heimi reynslu? Vafalaust yrdi pad einstaklingsbundid
hvar veiku hlekkina veeri ad finna en nidurstada rannséknarinnar bendir pé til pess
ad ekki veiti af pvi ad studla ad frekari landvinningum flestra kennaranema i hug-
takaheimi steerdfreedinnar og 1 heimi formlegrar steerdfraedi par sem roksemdafeersla
skipar 6ondvegi.

Eins og ad framan greinir hefur skapast dhugi 4 préun kennsluhdtta i steerdfreedi
i grunnskdla par sem markmioio er medal annars ad bia nemendum adstedur til ad
byggja upp hugtakaskilning sinn og nd pannig betri drangri i ndmi og pessi stefna,
hugsmidahyggja, endurspeglast i nyjum kennslubékum hér 4 landi. Pad er mikilvaegt
a0 pvi sé fylgt eftir med rannséknum hvernig tekst ad vinna i anda pessarar stefnu og
hvada drangur neest. Slik rannsékn myndi draga fram beedi sterkar og veikar hlidar &
ndmi verdandi steerdfraedikennara og verda pannig visbending um hvernig megi beeta
ndmid 4 steerdfraedikjorsvidi pannig ad tryggt verdi ad kennarinn geti pegar & hélminn
er komid ytt undir sjélfsteeda hugsun og vangaveltur nemenda sinna, stutt vid rok-
hugsun peirra og 6rvad b4 til steerdfreedilegrar igrundunar.
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Pre-service training of mathematics teachers with respect
to conceptual understanding and constructivism

ABSTRACT

The participants in this study were twelve undergraduate students majoring in
mathematics education at the university level in Iceland. The purpose of the study
was to evaluate whether their pre-service training was sufficiently oriented towards
strengthening the students’ conceptual understanding in mathematics as well as
their problem solving ability and analytical skills. The study was aimed at answering
the question whether the students’ preparation in mathematics was solid enough
to enhance their competence to work as professional schoolteachers in the spirit of
constructivism.

A short overview of constructivism in mathematics teaching is provided and, in
order to show the constantly growing emphasis that this theory has been given in the
Icelandic educational system, a brief overview is included of the curricular changes
in mathematics for the past few decades in Iceland. It is pointed out that both the
1999 and the 2007 official curricula explicitly state the importance of problem solving
and present a discussion on what it means to understand a mathematical concept.
The growing emphasis on constructivism in mathematics teaching is also clearly
witnessed in recently published mathematics textbooks for Icelandic primary schools.

The paper contains a short discussion on the importance of problem solving in
connection with constructivism in mathematics teaching. In the second half of the
20th century problem solving was one of the key issues of mathematics as a field of
study. In the skill of problem solving as well as in the theory of constructivism the
questioning mind of the student is paramount.

The evaluation of the students’ preparation was based on observations of their
tackling five given mathematical problems, interviews with the students about
the problems and the students’ written solutions. The evaluation was based on the
following research questions put forward in the study: 1) Do the students understand
the problem well enough to realize how they should solve it? 2) Do the students use
analytical skills in trying to solve the problem? 3) Do the students analyze the problem
they are working on and show a questioning mind? Do the students try to see the
problem in a wider perspective? 4) Can students be encouraged to analyze further a
problem they have already solved?

To shed light on why the above research questions were chosen by the researchers,
there is a brief mention of two reports on competency in mathematics teaching and
one research article addressing the same subject. One of these reports is an official
Danish report and the other an official American report. The research article describes
an Icelandic study on how successfully the pre-service education of teachers promotes
their overall competency.
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The above mentioned five problems the students were given in this study include
one ancient number theoretic problem in a typical problem solving style, a paradox of
Zeno, some questions involving Fibonacci sequences, a conceptual problem concerning
linear functions and approaches to a few geometric concepts through the use of
graphic software. All five problems can be considered to be typical and important
mathematical problems; each one is explained in the paper and a justification for their
choice is given.

The findings suggest that the twelve students participating in this study are
lacking in some of the necessary competences for a schoolteacher intending to use
constructivistic methods to teach mathematics. Comparing our conclusions with the
definitions of competency in mathematics teaching, in both the above mentioned
Danish report and the American report, we find that the students’ understanding of
mathematical concepts as well as their ability to reason mathematically needs to be
strengthened. Accordingly, we conclude that subject courses in pre-service education
for mathematics teachers in Iceland should place more emphasis on those aspects of
the training of mathematics teachers.

Keywords: Mathematical preparation, conceptual understanding, constructivism,
competency, critical thinking, problem solving
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